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Рассмотрена работа бригады, обслуживающей n установок обеспече-

ния безопасности. Каждая из этих установок требует технического обслу-
живания (ТО) в предусмотренные регламентом сроки. Будем считать, что 
бригада обслуживает установки одного типа. В таком случае её работа 
имеет циклический характер – сначала проводится ТО первой установки, 
затем – второй и так далее, пока не будет обслужена последняя; после это-
го процесс обслуживания повторяется. 

В исследуемой ситуации установки все время  находятся в эксплуа-
тации (например, установки видеонаблюдения, контроля доступа, пожар-
ной автоматики и др.). В связи с этим время от времени они выходят из 
строя (отказывают). Такие отказы фиксируются с помощью специальных 
датчиков (или другой аппаратуры), и в моменты возникновения отказов 
поступает вызов на приоритетное обслуживание отказавших установок. 
Отказы устраняются той же бригадой. Будем считать, что приоритетные 
вызовы не прерывают ТО, а установка с устраненным отказом занимает 
свое прежнее место в очереди на ТО. 

Сформулируем теперь основную задачу: какое число n установок 
должна обслуживать бригада, чтобы она при наличии отказов с заданным 
уровнем надежности P выдерживала заданный интервал Т между двумя ТО 
каждой установки?  

В этой статье ограничимся установлением некоторых предельных 
соотношений, позволяющих с помощью теории марковских цепей и тео-
рем теории вероятностей сводить поставленную задачу к изучению 
свойств двумерных нормальных  распределений. 
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Введём предположения, при которых будет решаться задача. Пред-
положим, что время ТО каждой установки постоянно и равно τ, время лик-
видации отказа постоянно и равно τ1, поток отказов данной установки – 
пуассоновский с параметром λ. Отказавшие установки образуют очередь 
приоритетных требований, которые обслуживаются в порядке поступле-
ния.  

Вообще говоря, рассматриваемая система не является марковской. 
Однако, если рассматривать её в моменты окончания обслуживания  
(ТО или приоритетного обслуживания), то получается марковская цепь. 
Для установления этого факта определим состояние системы: через Аk обо-
значим ситуацию, когда в моменты окончания обслуживания очередного 
требования в очереди имеется k приоритетных требований (включая нахо-
дящиеся на обслуживании). Ясно, что система может находиться только в 
состояниях А0, А1, …, Аn-1. Обозначим через Pij вероятность перехода из 
состояния Аi в состояние Аj.  

Для доказательства марковости необходимо установить, что вероят-
ности Pij зависят только от своих индексов, а также постоянных величин, 
определяющих систему (т.е. от τ, τ1, λ).  

С этой целью решим вспомогательную задачу. Обозначим через 
qk,m(t) вероятность того, что на интервале [0, t) реализуется ровно k собы-
тий, если источник требований конечен и содержит m потенциально воз-
можных событий, и если вероятность осуществления каждого события на 
интервале [0, t) равна 1 - е-λ  t. Нетрудно видеть, что для искомой вероятно-
сти имеет место формула  

kttkmk
mk,m Сtq )e1(e  )( )( λ−λ−− −⋅⋅= ,    (1) 

где  k = 0,1 …, m. 
С помощью формулы (1) теперь получаем: 

,qP n,jj, )(10 τ= −       (2) 
где j = 0, 1, …, n - 1, 

)( 11 τ= −+− inijj,i ,qP ,      (3) 
где i - 1 ≤ j ≤ n - 1; в противном случае Pi,j = 0. 

Итак, рассматриваемая система – марковская. 
Пусть теперь 

10)( −≤≤= nj,ij,iPP .     (4) 
есть матрица вероятностей перехода. Применим к этой системе некоторые 
результаты теории конечных цепей Маркова. 

Прежде всего – матрица Р регулярна. Это значит, что вероятность 
перехода )(k

j,iP  за k шагов из Аi в Аj не равна нулю для какого-нибудь k.  
Для регулярных цепей Маркова теорема 5.1.2 книги [1] утверждает, что 
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существует неподвижной вероятностный вектор a , т.е. такой, для которого 
выполнено соотношение 

.aPa =⋅  
Для компонент аk (k = 0, 1, …, n - 1) этого вектора выполнено соот-

ношение: аk ≥ 0, а0 + а1 + … + аn-1 = 1. Пусть матрица А такова, что все её 
строчки совпадают с вектором a . Введем матрицу 

1][)( −+−== ApEZZ ij ,     (5) 
где E – единичная (n×n) матрица. Образуем вектор  

}{ 110 −= nb...,,b,bb , 
где  

1.- , 1,0,  ,2 2 nkaaZab kkkkkk …=−−=    (6) 
Пусть теперь )(m

jy  - число попаданий системы в состояние Аj за пер-
вые m шагов. В таком случае имеет место так называемая центральная 
предельная теорема для цепей Маркова [2]. 

Теорема. Вектор a  является вероятным вектором, а b  – вектором 
предельных дисперсий для числа попаданий в состояние Аj. Иначе говоря, 
имеют место соотношения 
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где  М – математическое ожидание, а предел берется при ∞→m . 
Кроме того, если 0≠jb , то для любых чисел r < S 
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Для уточнения этой теоремы необходимо воспользоваться работой 

[3], где Колмогоровым доказано, что у вектора ⎟
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предельное распределение при ∞→m . Это распределение на гиперпло-
скости ( ) ( ) my...y m

n
m =++ −10  с вектором средних (а0, а1, …, аn-1). 

Для вычисления ковариационной матрицы этого нормального рас-
пределения воспользуемся результатами работы [1]. Введем прежде всего 
матрицу С = (Сij), где   

Сij = аi Zij + аi Zij – аi δij – аi aj,    (7) 
(здесь δii = 1, δij = 0 при i ≠  j). 
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Тогда теорема 4.6.7 [1] утверждает, что 
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В формуле (8) имеется в виду, что М и N, не пересекаясь, образуют 
полную систему состояний А0, А1, …, Аn-1. 

Обозначим через 0A  объединение состояний А0, А1, …, Аn-1,  

а ( )my0  – число попаданий системы в состояние 0A  за первые m шагов.  
В таком случае из формулы (8) следует, что 
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так как ( )my0  и ( )my0  связаны зависимостью 
( ) ( ) myy mm =+ 00  

Подведем теперь итог в следующей теореме. 
Теорема. Величины ( )my0  и ( )my0 , являющиеся числами попаданий 

системы за первые m шагов в состояния 0A  и 0A  соответственно, распре-
делены асимптотически нормально со средними а0 и (1 - а0) соответствен-
но и равными дисперсиями С00 (см.  формулу 7).  

Эти величины связаны соотношением 
( ) ( ) myy mm =+ 00 . 

Замечание. Отметим, что окончательный результат, сформулиро-
ванный в теореме, не может быть получен более простым путем, так как 
цепь с двумя состояниями 0A  и 0A  не является марковской и, следователь-
но, к ней не могут быть применены использованные результаты. 
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